
2022/3/11 17:23 线性代数笔记20——行列式和代数余子式 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/9995928.html 1/10

线性代数笔记20——行列式和代数余子式

行列式
　　如果有两个向量<a1, a2>和<b1, b2>，那么这两个向量组成的行列式

是：

　　看起来只是表示一个简单的计算，仅仅计算了一个数值，但是别忘了，

行列式是由向量组成的，它一定会表示向量间的某种关系。

　　在《线性代数笔记4——向量3（叉积）》中我们看到，二阶行列式表

示了二维平面中以两个向量为临边的平行四边形的面积；三阶行列式表示在

三维空间中以三个向量为临边的平行六面体的体积；推广到n维空间，n阶

行列式表示在n维空间中图形的n维体积。实际上我们无法有效表示出三维

以上的空间。对于物理世界中更多维的空间，绝大多数人都无法想象，但是

数学却可以给出明确的定义。

　　对于n维空间的行列式，可以表示为：

Dn = |An×n|

　　其中A是一个n×n的矩阵。

　　行列式是由向量引出的，解释的也是向量的性质，在看到行列式时一定

要在头脑中映射出向量，实际上线性代数的本质就是对向量的研究。

行列式的性质

　　性质0，单位矩阵的行列式为1

　　这个不解释。

　　性质1，如果Dn= |A|中某行的元素全为0，那么Dn = 0

　　这个性质较为明显，在多维空间中，行列式表示的是体积，如果其中一

个维度的模为0，那么体积也是0。

　　性质2，如果Dn= |A|中某两行元素对应成比例，那么Dn = 0

　　很多时候我们都喜欢用实例推导性质，像下边这样：

　　或者用代数形式：
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　　但是性质应当由定义推导，然后用计算去验证，而不是用计算去推导。

现在我们尝试用行列式的定义去推导。行列式表示的是向量间的关系，以二

维空间为例，如果某两行元素对应成比例，那么说明一种一个向量是另一个

向量的延伸，它们的夹角是0°或180°，即二者平行，两个平行的向量围成

的面积是0：

　　性质3，如果Dn= |A|中某两行元素互换，那么互换后的行列式变号，

即|A|= -|A|

　　两个向量的模长是a和b，与x轴的夹角分别是α和β，如下图所示：

　　平行四边形的面积：

　　如果两个向量互换：

　　在代数学中，角度、面积、体积可以是负的。用计算去验证：

　　性质4，倍乘性质
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　　实际上是将外部的k乘到其中的一行，把平行四边形的一条边扩大k

倍，则面积也扩大了k倍，如下图所示：

　　需要注意的是行列式与矩阵的区别，矩阵扩大k倍是将矩阵中的全部元

素都乘以k（矩阵中的每个元素都对应了一个向量的分量，这在下文关于矩

阵的介绍中会有所说明），这将有下面的关系：

　　性质5，倍加性质

　　对于更高阶的行列式也一样。下图平行四边形的斜边展示了一个向量加

上另一个向量的k倍：

　　两个平行四边形的面积是相同的，所以倍加公式成立。

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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性质6，单行可拆（加）性

　　其中*号表元素完全相同，从左到右叫加，从右到左叫拆。以二阶行列

式为例：

　　为了简单，将<b1,b2>和<a1,a2>分别设置在两个坐标轴上，如下图

示：

　　<a1,a2><b1,b2>所围平行四边形面积是a2 b2，<a1,a2><c1,c2>所围

平行四边形面积是a2 c2，<a1,a2>< b1+c1, b2+c2>所围平行四边形面积

是a2(b2+c2)，由此可见性质6成立。

性质7，以上所有作用于行的性质也可以作用于列上，即|A| = |AT|

性质8，两个矩阵相乘的行列式，等于这个两个矩阵的行列式相乘，|AB| = |A||B|

　　当两个矩阵相等时，矩阵平方的行列式等于矩阵行列式的平方：

　　可以借助性质8计算A-1的行列式：
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　　如果1/|A|有意义，则|A| ≠ 0，A有逆矩阵；反之，如果|A| = 0，A是奇

异矩阵。这就是性质9。

　　性质9，如果|A| = 0，A是奇异矩阵。

行列式的意义

　　行列式是由向量组成的，当Dn = |A| ≠ 0 时，意味着组成|A|的向量全

部独立。所谓独立，就是向量围成的n维空间中图形的n维体积不为0。这似

乎没有太大价值，但是如果把行列式转换为方程组就意义重大了，以二阶行

列式为例：

　　可以看到，对于全部独立的向量，方程组有唯一解，否则方程组无解或

有无数解。当|A| ≠ 0时，说明至少有一个向量是“多余”的，正是这个多

余的向量使得n维体积为0。以阶行列式为例，当体积为0时，说明三个向量

在同一平面内，这意味着，一定可以通过倍乘和倍加性质用另外两个向量表

示第三个向量，从而完全消除第三个向量。N元一次方程组需要N个完全不

同的等式，现在少了一个等式，所以无法得到唯一解。

　　线性代数研究的是向量之间的关系，向量间最重要的关系就是独立或不

独立，行列式是否等于0正是这种关系的有效描述。

行列式的计算

　　上三角矩阵的行列式等于主对角元素的乘积：

　　对于更多阶的行列式，一种有效的计算方法是先将其消元，转换为上三

角行列式，然后在计算这个上三角行列式的值。以二阶行列式为例，我们已

经知道它的结果：

　　利用消元法将A转换为上三角矩阵：

　　现在可以直接利用主对角线的元素相乘：
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行列式的公式

　　行列式的性质也可以用于计算行列式的值，以二阶行列式为例：

　　在反复利用行列式的单行可拆性后，A分解成4项，每一行只有一个非

零元素。二阶行列式计计算的是图形的面积，对于α来说，由于构成行列式

的两个向量<a, 0>和<c, 0>是在同一个维度上的直线，所以二者围成的面

积是0；同理，δ也一样。

　　Β是上三角矩阵，它的值是主对角线的乘积ad。γ可以使用行列式的行

互换性质形成一个新的上三角矩阵：

　　最终可以得到|A|的值：

　　这种方法对于更高阶的行列式也同样适用，三阶行列式按照每一行只有

一个非零元素的原则全部展开后将长达33项，这将占用长长的篇幅，可以

考虑一个能够缩减展开式的办法。根据行列式的几何意义，行列式计算的是

n维图形在n维空间中的n维体积，3阶行列式计算的自然是三维空间的体

积，如此一来，只有三个向量分别指向三个不同维度时，才能保证体积不等

于0，因此三阶行列式可以展开成：

　　现在只剩下3! = 6项，每一项都可以通过行列式的行交换性质变成上三

角行列式（或者本身就是上三角行列式），这样就可以得到行列式的最终

值：

　　现在可以归纳出n阶行列式的公式：

　　下标的数字项表示行号，希腊字母表示列号（实际数量可能远超过希腊

字母的数量，暂且用希腊字母代替）。这相当于是列号的排列，在每一项

中，n个列标都各用一次。负号的目的是为了应对行交换的情况。

　　根据公式，对于n阶单位矩阵来说，只有主对角线的一项不是0，所以

单位矩阵的行列式的值是1。
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　　示例 计算A的行列式：

　　通过消元法计算是正确的选择，通常也应该这么做，实际上不难看出这

个A是一个奇异矩阵，所以它的行列式等于0，现在用行列式的公式来验证

这个结论。根据公式， |A|的大多数展开项都等0，没有被淘汰的只有两

项，二者相加等于0：

　　第一个行列式是负值，因为它需要用1、3行进行一次行交换来变成上

三角矩阵：

代数余子式
　　代数余子式是从行列式的公式中提取出来的，它的作用是把n阶行列式

化简为n – 1阶行列式。我们以三阶行列式为例，看看代数余子式是什么。

根据行列式的公式，3阶行列式展开，将得到：

　　这实际上式选定第一行的一列，然后考虑各种可能的排列，为了突出重

点，写成下面这样：

　　注：根据第任何一行展开都将得到同样的结果，下面是根据第二行展

开：

 

　　按列展开也可以，比如按第一列展开：

　　括号中由剩余因子组成的表达式就是代数余子式（第二项把符号移到了

括号中，下节会说明原因），比如a22a23 – a23a32是a11的代数余子式。可

以用更直观的方式表达a11(a22a23 – a23a32)：

代数余子式的符号
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　　-a12(a22a23 – a23a32)可以表示成：

　　注意到上式有一个负号，我们一般不需要 -a12的代数余子式，所以a12

的代数余子式需要把符号移到括号中：

　　代数余子式本身就是行列式，只是它的正负号需要单独判断，判断方法

是根据选定元素行号和列号之和的奇偶性。用Cij表示aij的代数余子式，当i

+ j是偶数时，行列式取正号，是奇数则取符号。比如三阶行列式中，C12的

行列号之和是3，它对应的代数余子式取符号。如果有一个五阶行列式，它

的每一项的代数余子式的符号是这样分布的：

行列式的代数余子式展开

　　把某个行列式的用代数余子式展开实际上也是求行列式的另一种方法，

可以表示成：

　　代数余子式本身是n - 1阶行列式，它可以继续展开成n - 2阶行列

式……如此展开下去，直到1阶行列式为止，其核心思想是把一个复杂的高

阶行列式转换成多个简单的低阶行列式。

 　　由于行列式根据任何一行展开都可以，所以：

    

二阶行列式的代数余子式

　　用代数余子式可以解释二阶行列式的计算公式。二阶行列式可以用一阶

代数余子式展开：

　　由于b是第1行第2列，1 + 2 = 3是奇数，所以b对应的代数余子式C12

是以符号开头的。
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· 美国大厂码农薪资曝光：年薪18万美元，够养家，不够买海景房

· 两张照片就能转视频！Google提出FLIM帧插值模型

· Android 再推 “杀手级” 功能，可回收 60% 存储空间

· 溺在理财暴雷潮的投资人 ：本金63万，月兑25元不够卖菜

» 更多新闻...

Powered by: 
博客园


Copyright © 2022 我是8位的


Powered by .NET 6 on Kubernetes

https://developer.huawei.com/consumer/cn/forum/topic/0201820468285270027?fid=23&ha_source=bokeyuan
https://news.cnblogs.com/n/715523/
https://news.cnblogs.com/n/715522/
https://news.cnblogs.com/n/715521/
https://news.cnblogs.com/n/715520/
https://news.cnblogs.com/n/715519/
https://news.cnblogs.com/
https://www.cnblogs.com/

